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Résumé

Let p be an odd prime number and F' a number field. We give a
“going up” and “going down” description of the cup product

Hé’(F’ Zp(i)) ® Hé‘(F’ Zp) - Hg’(F> Zp(i))

For ¢ > 2, this shows that the image of this cup product capitulates in
the compositum F /F of all Zy-extensions. We use this result to prove,
for a large class of fields, a weakened form of Greenberg’s generalized
(multiple) conjecture. Namely, let k be an imaginary (p)-split quadra-
tic field ; if F' contains k(p,) and satisfies Leopoldt conjecture, then
the kernel of the extension morphism HZ(F,Z,(i)) — H3(F,Zy(i)) is
not zero.
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Introduction

Soit p un nombre premier impair, /' un corps de nombres, S ’ensemble
des places de F' au-dessus de (p) et Gg le groupe de Galois de l'extension
non ramifiée hors de S (S-ramifiée) maximale de F'. Notons Hg'(F, Z,(i)) :=
H™(Gg,Zy(1)), i € Z, m = 1,2 les groupes de cohomologie p-adique définis
dans [Tal]. Pour i > 2 ils sont canoniquement isomorphes aux groupes de K-
théorie étale K5t Or définis dans [DF]; pour i = 1,m = 1, on retrouve les
S-unités p-complétées, et pour i = 1, m = 2, un Z,-module dont la torsion est
Cls(F) ® Z, et dont le quotient Z,-libre est le module de Tate du S-groupe
de Brauer. On peut se proposer d’étudier le cup-produit

cij + Hg(F, Zy(i)) ® Hg(F, Z,(j)) — H§(F, Zy(i + j))

Des exemples se trouvent déja dans la littérature. Notamment :
- dans [MCS], pour F' = Q(u,), il est conjecturé que le cup-produit ¢, est
surjectif, ce qui entraine la conjecture (multiple) de Greenberg généralisée
(GG) pour Q(uy,), lorsque CI(F) ® Z,, est cyclique.
- dans [KM], pour une p-extension cyclique L/F, I'image du cup-produit
HY(F,Z,(1)) ® HY(L/F,Z/p) — H*(F,Z/p(i)) (arrivée est la cohomologie
du groupe de Galois absolu de F'; si F' contient pu, c’est simplement la p-
torsion du groupe de Brauer) est reliée a la propriété de co-descente du
noyau sauvage étale dans L/F.

Dans cet article, on se concentrera sur le cup-produit

Ci0 - Hé‘(F7 Zp(i)) ® Hé‘(F7 ZP) - HE'(F7 Zp(i))

Comme le second argument est Hom(Gg(F'),Z,), on peut faire une étude
par “montée” et “descente”’. Plus précisément, un élément a € HL(F,Z,)
détermine une Z,-extension F, = UF,; notons I' = G(F/F) son groupe
de Galois et XV (F,) = limHZ(F,,Z,(i)). Les techniques (cohomologiques)
de la théorie d’'Iwasawa permettent de regarder ’application Ua comme la
composition d'une application de “montée” m, : H¥(F,Z,(i)) — X©(F,)"
et d’une application de “descente” d, : X (F, )" — H2(F,Z,(i)). L’appli-
cation m, se trouve étre surjective et son noyau est le groupe des normes
universelles du foncteur Hi(e,Z,(i)) dans Pextension F,/F (section 2).
Cela permet de généraliser a une Z,-extension quelconque et a tout couple
(Hi(e,Z,(7)), H3(®,Z,(1))) les résultats classiques de Kuz'min, Sinnott, Grei-
ther etc... relatifs au couple (S-unités, S-groupe de classes) et a la Z,-
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extension cyclotomique. L’application d,, quant a elle, fait naturellement

apparaitre le lien avec capitulation de H2(F,Z,(i)) dans F,/F (section 3).

Supposons maintenant que F' contient p,, et notons F la composée de

toutes les Z,-extensions de F. La conjecture de Greenberg généralisée (GG)

prédit alors la trivialité, pour les “bons ¢ (par exemple i > 2, voir 3)

du groupe HZ(F,Z,(i)) := limL FH%(L,ZP(Z')), ot les morphismes de liai-
— LC

son sont donnés par la restriction. On a montré dans [NV] que, lorsque
H2(F,Z,(i)) est cyclique, cette conjecture équivaut a la capitulation de
HX(F,Z,(i)) dans F. Nous proposons ici, pour chaque “bon i’ Daffaiblisse-
ment suivant de la conjecture (GG) :

Conjecture 0.1 (GGf%)  Soit F un corps de nombres contenant p,. Si
HZ(F,Z,(i)) # 0 alors le noyau cap’(F/F) de I’homomorphisme d’exten-
sion

HE(F, Z,(i)) — HE(F, Zy(i))
est non trivial.

Le résultat principal de cet article (th. 3.8) affirme que I'image du cup-produit
cio capitule dans F /F. Moyennant la conjecture de Leopoldt, nous utilisons
ce résultat pour démontrer GGf® pour tout corps F contenant Hp et un
corps quadratique imaginaire (p)-décomposé.

Cet article est extrait d’une partie de ma these [V1], préparée au Labo-
ratoire de Mathématiques de I’Université de Besancon, sous la direction de
T. Nguyen Quang Do, que je remercie pour son aide et ses encouragements.

Notations

p un nombre premier impair.

F un corps de nombres (ie. une extension finie de Q).

F, le complété de F en la place v.

S 'ensemble des places au dessus de (p).

O3 les S-entiers de F.

G le groupe de Galois S-ramifié maximal au-dessus de F.

HY(F,e) = HY(Gg,e) (resp. H, (F,e) = Hy(Gs,e)) la cohomologie continue
(resp. I'homologie compacte) au-dessus de F. Ces notations permettent de



faire varier F'.

HY(F,e) (resp. Hi(F,,e)) la cohomologie continue du groupe de Galois ab-
solu au-dessus de F' (resp. au-dessus de F,).

Ker®(F,e) est le noyau de la localisation Hg'(F,e) — ?S H™(F,,e).

Eg(F) les S-unités de F' (noter I'isomorphisme canonique entre Eg(F) ® Z,
et HL(F,Z,(1)).
Eg les S-unités de la cloture S-ramifiée de F.
Cls(F) le groupe des S-classes de F' (noter I'isomorphisme canonique entre
Cls(F) ® Zy, et Ker(F,Z,(1))).
F/F une Z,-extension de F, I' son groupe de Galois et A = Z,[[I']] son
algebre de groupe complete.
F¢ /F la Z,-extension cyclotomique.
A(M), p(M) les invariants d’Iwasawa du A-module de torsion M.
F /F la Z,-extension multiple maximale de F, [ son groupe de Galois et A
son algebre de groupe complete.
Pour une extension algébrique de E/F', on laisse L/F varier parmi les sous-
extensions finies de F' pour définir les modules galoisiens suivants :

H3 (B, Z,(i)) = lmHE (L, Z,(i))

XO(E) = limH3 (L, Z,(i)

WXO(E) = l(iglKer?g(L, Z(1))

X'(E) = lim(Cls(L) ® Z,) = WXO(E)

X(E) = HY (B, Zy(—1)) = imH} (L, Zy(—i))

X(E) = XO(E) = Gs(E)™
e[p], ®/p, @ désignent respectivement les foncteurs p-torsion, p-quotient, et
dualité de Pontryagin.
Pour un A-module M, ty M désigne la torsion de M et faM = M/t M.
M =~, M’ signifie que les A-modules sont pseudo-isomorphes (ie. il existe un
morphisme dont le noyau et le conoyau sont pseudo-nuls, c’est-a-dire que la
hauteur de Krull de leur annulateur est > 2).

M? est le sous-module pseudo-nul maximal du A-module noethérien M.
On utilisera librement la suite exacte canonique suivante :

0 — (tz, H5(E, Zy(1)))" —= X0(E) — HY(E, Z,(i)) ® Qp/Z," —=0

obtenue en appliquant la dualité de Pontryagin a la description, par [Ta]
prop. 2.3, de I'image et du noyau du cobord associé a la suite exacte de
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Gs(F)-modules topologiques

0 Zp@) Qp(i) Qp/Zp(i) —0

Pour 7 = 1, on reconnait la suite exacte duale a celle de Kummer.

1 Interprétation par “montée” et “descente”

On présente ici le résultat technique (1.1) qui servira de support a toute
la suite. Il s’agit essentiellement de comparer I’application Ua modulo p™ a la
différentielle dg’2 d’une certaine suite spectrale. En fin de section on signale
sans démonstration une formule explicite pour le symbole de deux S-unités
d’un corps de nombres.

L’application Ua : H{(F,Z,(i)) — HZ(F,Z,(i))

Fixons i # 0. Soit F' un corps de nombres, S I'ensemble des (p)-places
de F, et Gg = Gg(F) le groupe de Galois de I'extension S-ramifiée maxi-
male de F. On note HZ'(F,e) = H™(Ggs(F),e) la cohomologie continue
de Gg(F). D’apres [Ta], prop. 2.2, 'application naturelle H'(F,Z,(i)) —
IEH?(F, 7Z/p*(i)) est un isomorphisme.

I1 suffit, pour décrire le cup-produit
U: Hé(F, Zp(i)) @ Hé’(R Lp) — HE(F, Zy(i))

de connaitre les applications Ua : HL(F,Z,(i)) — HZ(F,Z,(i)) ou a est
un élément de HL(F,Z,) = Hom(Ggs,Z,), non divisible par p. Soit donc
un tel a et notons a,, son image dans Hi(F,Z/p") = Hom(Gs,Z/p"). Soit
F,, le corps fixé par le noyau Gg(F,) de a,, et G,, = G(F,/F). On notera
simplement res et cor (resp. rées, cor) pour les morphismes de restriction
et co-restriction dans l'extension F,,/F' (resp. leurs modifications évidentes).
L’objet de ce paragraphe est de montrer le résultat suivant :

Théoréme 1.1 On suppose toujours i # 0. Il existe o, € H§(F,,Z,)C" tel
que a = cor a, et le cup-produit avec «, induit un isomorphisme dans le



diagramme commutatif suivant.

HO(G, HY(Fo, Z, (1) = H(Gy HE(Fy, Ly (0)))

~

res 1\ cor l

Hg(F, Zy(1)) = HE(F, Z/p"(i))

En particulier HY(F,Z,(i)) U a = cor(H%(F,, Z,(i))") dés que p" tue le
groupe HE(F,Z,(1)).

Preuve : Commencgons par montrer l'existence de «,, € H&(F,Z,) tel que
cor a,, = a. Notons I';, = G(F/F},). Considérons le diagramme commutatif
suivant :

H\(r,z,) L #irz,)

Par définition de Fl,, on peut écrire a = inf @, on @ € H*(T',Z,). La co-
restriction de gauche étant un isomorphisme, il existe @, € H'(T,,Z,) tel
que @ = cor a,,. Notons «,, = inf a,, on a alors cor o,, = a. Remarquons que,
comme H'(T,, Z,,) est fixé par G, a,, U'est aussi et I'application Ua, est G,,-
équivariante. Le cup-produit avec «, induit donc un diagramme commutatif :

HO (G HY(Fo, Zy(i))) " HG, H3(Fo, Zy(0)))

Hg(F, Zy(i)) — HE(F, Zy(i))



Notant vg, la norme algébrique, on a cor o vg, = p"cor. La fleche notée
cor : HYGy, HY(F,,7,(i))) — H2(F,Z/p"(i)) est donc bien définie et le
diagramme du théoreme est induit par le carré ci-dessus.

Reste & montrer que Uay, : HY(Gp, HS(F,, Z,(i))) — HY(Gp, H2(F,, Z,(i)))
est un isomorphisme. Pour cela, nous allons le comparer avec I'isomorphisme
bien connu

dy?* : H(Gy H3(Fy, Z(0)) = H? (G, H(Fr, Zy (1))

Rappelons d’abord la construction de cet isomorphisme. Comme Zp(i)GS =0
et cd,(Gg) < 2, un rapide examen des premiers termes de la suite spectrale
de I'extension de groupes

1 — Gg(F,) — Gs —— G, — 1

donne la suite exacte (voir aussi [Kal th. 4.2)

0,2
2

HYF,Z,(0)) — H (G HAFuZy0)) " (G HY(Fu, Z,(0)))

D’autre part, comme cd, Gg < 2, on sait que l’application de co-restriction
cor : Ha(F,,Zy(i)) — HZ(F,Z,(i)) est surjective (cf [Se2], lettre de Tate).
Ainsi I'image de la norme algébrique v, : H3(F,, Z,(i)) — HZ(F,,Z,(i)) est
res H3(F, Z,(i)), et finalement d3* induit 1'isomorphisme d3® annoncé plus
haut.

Nous allons montrer que ’application composée

B2 0 Uay : HO(Go, HY(F Zy(0))) — HA (G, HY(Fy Z, (1))
est un isomorphisme, ce qui terminera la preuve. Notons pour simplifier
EyU(Zy (i) = HY (G, Hy(Fo, Zp(i))) et By (Zy (i) = HP (G, HG(Fn, Zp(1)))-
Le cup-produit
HY(Fo, Z,y(0)) © HY (Fo, Zy) — HE(F, Z,(i)
induit un cup-produit

EY*(Z,(i) @ S " (Z,) — By (Z, (i)
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et 'on a (cf [NSW], ex. 6 p.96 ou [J2]), pour § € EYY(Z,(7)) v € Egl’q/(Zp)
& (BU) = dIBUY + (1B UL Ty

Rappelons que o, € EY! (Z,,). La différentielle dy* de la suite spectrale & coef-
ficients dans Z,(i) est nulle puisqu’a valeurs dans H*(G,,, Ho(F,, Z,(i))) = 0.
La formule ci-dessus donne donc, pour 8 € Ey'(Z,(3)) :

dg72(6 Ua,)=L0U dg’lan

Soit dg, 'homomorphisme de Bockstein, c’est-a-dire le morphisme de
connection associé¢ a la suite exacte de G,-modules Z, — Z, — Z/p". En
tenant compte du lemme ci-dessous, on obtient dy*(fUay,) = —3Udg, ar, ie.
cfg’ZoUozn = —Udg, an, ce qui termine la preuve puisque Udg, a,, : ]:IO(Gm o) —
H?*(G,,e) est un isomorphisme ([Sel]).

O
Lemme 1.2 dg’lan = —dq,an

Preuve : Comme 'action de Gg(F},) est triviale sur Z,, on sait exprimer la
transgression dg’l comme un cup-produit. Précisément, si u est ’élément de
H?(G,,Gs(F,)™) correspondant a I’extension de groupes

1 — GS(Fn)ab —_— GS/[GS(Fn),Gs(Fn)] I Gn — 1

alors dg’lozn = —q, Uu. Soit, pour 0 < k < p"—1, o} € Gg tel que a(oy) = k.
On peut représenter u par un 2-cocycle défini par

_ —1
u(T1, T2) = 0y Oart) O T

ot k désigne l'entier congru & k& modulo p" compris entre 0 et p” — 1. On
obtient alors

an U (1, o) = an(u(T1,72)) = an(0G75 Tartrn) Um)

Maintenant, res a = p"(a,,) donc



1 -1

an(u(, 7)) = Z;a(dm Tant Tantrirs))

— Jz;(oén(rl) + ap(12) — an(Ti2)) = da, an(T1, 72)
O

Remarque 1.3 Si i = 0, les termes EY°(Z,(i)) ne sont plus triviaus; la
comparaison entre Uc, et d8’2 est alors plus technique, c’est la raison pour
laquelle on supposera systématiquement i # 0 dans ce papier. On renvoie a
Uappendice de [V2] pour le cas i = 0.

Remarque 1.4 En fait le théoréme 1.1 est vrai dans un cadre plus général,
puisque les seules propriétés de Gg que nous avons utilisées sont cd,Gg < 2
et la finitude des groupes H (G, Z/p) et H*(Gs,Z/p). Par exemple, on peut
remplacer G'g par le groupe de Galois absolu d’un complété F,.

Symbole de S-unités

Soit F' un corps de nombres contenant p,», n > 0. Dans ce cadre, on
peut comparer le théoréme 1.1 avec un résultat récent de [MCS]. Indiquons
brievement comment. Si x et y sont deux S-unités de F', on définit le symbole
(y,x)s = 0sy U dgx ou dg est le cobord de la suite exacte de Kummer

0O - 1T, — IlmEy —— Es — 0

p

dans laquelle T}, = limy,.. Rappelons que Clg(F) ® ju,n s’injecte canonique-
ment dans HE(F,T,) ® pn = HA(F, ) (cf [Ta]). Dans ce cadre, [MCS] th.

2.4 donne une formule modulo p™ pour le symbole (y, x)s. On peut 'exprimer
de la facon suivante :

Proposition 1.5 ([MCS] th. 2.4). Soit F' un corps de nombres contenant
ppn, © € Eg(F) et F,/F Uextension correspondant  dx € HE(F, pn), de
groupe de Galois G,. Firons une racine primitive p"*™¢ de l'unité , dx
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détermine alors un élément a, € H'(G,,Z/p"). Le symbole (.,x) envoie
Es(F) Nvg, FY dans Clg(F) @ pn (vu comme sous-groupe de HE(F, pu%?))
et l’'on a un diagramme commutatif :

¢71 O(U(;Gn an)
Mk L

Es(F)NNFX/NEs(F,) H(G,,Cls(F,))

rés T cor®( l

Es(F)N NEX AN Cls(F) @ ppn

ot d¢, désigne, comme dans le paragraphe précédent, I’homomorphisme de
Bockstein, et ¢ - H(G,,Cls(F,)) — Ker(H*(G,, Es(F,)) — H*(G,, FX))
est lisomorphisme induit par le double cobord associé a la suite exacte de
G,,-modules

dans laquelle Is(F),) est le groupe des idéauz de F,, a support hors de S.
O

Dans le cas ou 'extension I (az%" )/ F est Z,-plongeable, ce résultat est cohérent
avec l'interprétation du cup produit par une différentielle de la suite spec-
trale. En fait les méthodes du paragraphe précédent permettent d’en donner
une nouvelle preuve. On renvoie & [V1] pour les détails.

2 Normes universelles et sous-modules finis

Le théoreme 1.1 donne une description de ’application Ua par “montée”
et “descente” dans les étages de la Z,-extension définie par a. On s’attarde
ici sur le 'homomorphisme de “montée”. En passant a la limite, on voit
apparaitre naturellement les normes universelles et les sous-modules finis.
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Fixons a € HY(F,Z,) = Hom(Gs,Z,) un homomorphisme surjectif.
Comme dans la section précédente, a définit une Z,-extension F,/F dont
le groupe de Galois est noté I' et les étages de degré p™, F,/F. Notons
Ker(F,,Z,(i)) les noyaux de localisation. Soit XV (F,,) = {iian(Fn, Z,(1)),

XO(Fy,) = imH?*(F,,,7Z,(i)) et WXO(F,) = limKer(F,,Z,(i)), de

sorte qu’on a une suite exacte

0 — WXO(F,) — XO(F,) — & Ay XO(F.,)
vES(F)

ot A, = Z,[[Ty]].

Lemme 2.1 En passant a la limite via la co-restriction, on obtient un iso-
morphisme

XO(FE) =1imH (G, H2(F,, Z,(i)))

Preuve : Rappelons d’abord que I'isomorphisme fonctoriel (cf [Se2], lettre de
Tate)

(HE(Fons Zp())royr,, = HE(Fa, Zy(i))

donne par passage a la limite un diagramme commutatif

X(i)(Foo)Fm - Hg(Fmv Zp(i))

| |

XO(Fo)r, — H3(Fo. Zy(i))
dans lequel toutes les applications sont naturelles.
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. , P’ _ J
Soit v un générateur de I' et notons v,, = 7%11 la norme algébrique. Pour

m > n, le diagramme suivant est commutatif :

XO(Fo)r,, ™ (XO(Foo)r,)o = HGu, H3(F, Zy(0))) — 0

m

Ym Fm
Tn J{ J/ COT’Fn J/

XO(Fe)r, = (XO(Fu)r,)  — H(Gu HY(F, Ly(0)) — 0

n

Comme v, tend vers 0, on obtient I'isomorphisme annoncé en passant a la
limite projective sur n.

O
On définit par passage a la limite un cup-produit

HmHL(F,, Z, (1)) @ imH&(F,, Z,) — X (F)

D -\ . 9. . _ . . 1
On a déja vu dans la premiere section qu’il existe a = 1{{110% € l(gnH <(Fn,Z,)
avec oy = a. C’est le cup-produit avec a qui donne I’homomorphisme de
“montée”, noté m, dans I'introduction.

Théoreme 2.2 Soit i # 0. Le cup-produit avec o donne les suites exactes
suvantes :

Ua

0 — NOF) — HYFZ,(i) —— XOEFHN — 0

T T T

Ua

0 — NOPF) — Oy 2 WXOFEDT = 0

dans lesquelles NO(F) (resp. AGEQ(F)) est le groupe des normes universelles
(resp. groupe des normes universelles locales) ¢’est-a-dire l'image de 'appli-

cation
i Hg(F,, Zy(i)) — Hg(F, Zy(i))
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(resp. 'image réciproque par la localisation de 'image de ’application

© A®p, imH (F,,,Z,(i)) = ® H'(F,,Z,(i))
veS(F) — veS(F)

ou Ny = Z,[[I']]).

On fait systématiquement un abus de langage en identifiant une place v €
S(F') a l'une de ses extensions a F,, fixée une fois pour toutes.

Remarque 2.3 Un élément v € HL(F,Z,(i)) est une norme locale univer-
selle si et seulement si son localisé x, € H'(F,,Z,(i)) est dans l’image de
limHY(F, ,,Z,(i)) — H'(F,,Z,(i)) pour toutes les places v € S(F).

Preuve de 2.2 : Compte-tenu du lemme précédent, la premiere suite exacte
provient du théoreme 1.1 par passage a la limite projective sur n. Détaillons :
pour m > n, il y a un carré commutatif :

(HA(Fm, Zy(i)))Sm 2 (H3(Fy, Z,(0))) O

Fmy—1 Fm
(resp™) l cory J{

. Uan .
(H§(Fn, Zp(1)))om  —=  (HE(Fp, Zy(i)))%"
et celui-ci en induit un second :

H (G HY(Fny Zy (i) =2 HO(Goy HE(Fin,y Z,(0)))

Fmy—1 Fm
(resg™) corg

]:—IO(GmHé(FmZP@))) &) FID(G”’Hg(F"’ZP(i)))

En passant a la limite projective, on obtient bien la premiere suite exacte.
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De la méme fagon, on obtient, pour chaque (p)-place v finiment décomposée
dans F, (ie. Fio, # F), une suite exacte

Uay

mH (Fy, Zy(i) —— H'(F,Zy(i) — XO(F.,)™ — 0

ou «, = lima,, est le localisé de a (N.B : pour n >> 0, a,, n'est pas

divisible par p). Soit S'4(F) = {v € S(F), Fy., # F,}. Apres induction, on
obtient un diagramme commutatif & lignes exactes

NO(F) < HL(F,Z,(i)) — XO(Fy)"

@& AQUmHYF,,.Z,(i)) — @& A HYE,Z,(i)) — & Aox XO(Fx,)
e (Fnys Zp(7)) st R ( p(7)) s O (Foow)

Compte-tenu de la suite exacte

0 — WXOF) — XOF) — (@ Ay, XO(Fou)’
veES(F)

et ayant remarqué que (A ®y, XV(Fy,))' = 0si v € S(F)\ST4(F), une
chasse rapide dans le diagramme ci-dessus donne la seconde ligne exacte de
la proposition.

U
Remarque 2.4 Rappelons que H(F,Z,(1)) = Es(F)®Z, et WX (F,) =

X'(Fx) (cf Notations). Aussi, si i = 1, la seconde suite exacte de la pro-
position ci-dessus généralise a une Z,-extension quelconque un résultat de
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Kuz'min ([Ku] prop. 7.5) relatif  la Z,-extension cyclotomique : X'(Fu)"
est isomorphe au quotient des S-unités de F' qui sont des normes locales uni-
verselles dans Fuo/F par les S-unités de F' qui sont des normes universelles
globales de S-unités dans F/F.

Soit WO(F,) = H(F,,Z,(i))/Keri(F,, Z,(i)) et WO(F,) = limW®(F,).

Notons Hy (F,e) (resp. Hy(F,,e)) 'homologie compacte de Gg (resp. du
groupe de Galois absolu de F},). La fin de la suite exacte longue de Poitou-
Tate (cf. [Sch]) donne alors, apres passage a la limite projective sur les F,,
une suite exacte de A-modules :

W(i)(FOO) — D A®a, HO(Foo,vv Zp(i -1)) — H(L)g(FomZp(i —1))
S(F)

dans laquelle la derniere fleche est définie par la somme directe des applica-
tions A ®a, Ho(Foon, Zy(i — 1)) — HE (Fu, Zy(i — 1)) obtenues en composant
les applications naturelles A ®y, Ho(Foop, Zyp(i — 1)) — Ho(Fro v, Zp(i — 1))
et Ho(Fuop, Zp(i — 1)) — HE (Foo, Zyp(i — 1)).

On notera m;(F) (resp. m;(F,)) Vordre de H (F, Z,(i)) (vesp. Ho(F,, Z,(i)))
pour i # 0 et mo(F) = mo(F,) = 1. Enfin le signe @ désigne le noyau de la
somme.

Corollaire 2.5 Notons encore SY4(F) C S(F) l’ensemble des (p)-places fi-
niment décomposées dans Foo/F. Il y a une suite exacte “a la Sinnott” :

N(i)

loc

(F) —  H(FZy(i)) — © Ho(FeuZp(l-9)" —

WX (Fo)r — Kerd(F,Zy(i) — WO (Fo)r —  WO(F)

En particulier, le noyau de Uapplication WX (F,)r — Kery(F,Z,(i))
est engendré par au plus #S74(F) — 1 éléments et son conoyau est cyclique

I':Ty)m;_1(F
d’ordre égal @ max(1, min ( i ))
veSfa(F) mi_l(Fv)
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Remarque 2.6 Pouri =1, il s’agit bien d'une généralisation aux Z,-exten-
sions quelconques de la suite exacte de Sinnott (cf [FGS], appendiz by Sinnott,

et [Ko])

Remarque 2.7 Nous invitons le lecteur a comparer cette suite exacte avec
les résultats de [KM] (notamment avec le théoréme 2.14).

Preuve : Le théoreme 2.2 montre que les applications ./\fl(ozc) (F) — HL(F,Z,(i))
et WXO(F)' — XO(F,)F ont le méme conoyau, d’ott une suite exacte

NO(F) - HL(F, Z,(i)) - WO(RT -

oc

WX (Fo)r - XO(Foo)r — WO (F)r

par I-homologie de la suite exacte courte définissant W@ (F,).
Maintenant, la seconde fleche verticale est un isomorphisme dans le dia-
gramme commutatif a lignes exactes suivant :

WXO(F)r —— XO9(F)r —— WOFEN) — 0

| | l

0 — Kal(FZ,) — HULLG) — WOFE) - 0

et donc une chasse rapide donne la suite exacte de 1’énoncé, au troisieme
terme pres. Il suffit, pour obtenir celui-ci, de remarquer que pour v ¢ SY¢(F),
ona (A®y, XD(F,))" =0, ce qui termine la preuve de la suite exacte.
Reste & déterminer le noyau de W (F, )p — W (F). Les deux fleches
verticales de droites sont des isomorphismes dans le diagramme commutatif
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a lignes exactes suivant :

W(i)(FOO)F - <S§19~“)A XA, HO(Foo,vv Zp(i - 1)))1“ - H()S(Fomzp(i - 1)>F

| | |

wOF) = (Sg)Ho(FmZp(i—l))) = HF(FZy(i - 1))

On voit donc que le noyau en question est isomorphe au conoyau de I'appli-
cation ( & A ®p, Ho(Feow, Zp(i — 1)) — HS (Fy, Zy(i — 1))'. Ce dernier

S(F)
r:Ty)m;_1(F

est cyclique, d’ordre max(1, min ( Jmia( ))

veSfa(F) mi_l(Fv)

O

Remarque 2.8 La description arithmétique des modules de normes univer-
selles par le théoreme 2.2 possede d’autres applications. Elle permet notam-
ment de décrire, dans une Z,-extension Fy/F quelconque, la structure des
A-modules faX)(Fy) et imHL(F,,Z,(i)). On renvoie a [V3] pour des

ENONCES Precis.

3 Cup produit et capitulation

Dans l'optique de l'interprétation du cup-produit avec un élément de
HL(F,Z,) par “montée” et “descente” dans la Z,-extension F../F quil
définit, nous savons que la “montée” : HL(F,Z,(i)) — XO(F )" est sur-
jective et son noyau (les normes universelles, cf th. 2.2) a fait 'objet de la
section précédente. Ici, on étudie la “descente” : XV (F,)' — H2(F,Z,(i)).

Pour une extension algébrique E/F on note HZ' (E, Z,(i)) = UmHG (L, Z,(i)),

ol les morphismes de liaison sont donnés par la restriction. On note aussi

cap(E[F) = Ker(H3(F, Zy(i)) — H3(E, Z,(i)))-

17



On se referera souvent & I'hypothese “HZ(L,Q,/Z,(i)) = 0 pour toute
sous extension finie L/F de E/F” en disant que i est E/F — bon et I'on dira
simplement F-bon pour F/F-bon. Notons que 0 est F-bon si et seulement si
F' vérifie la conjecture de Leopoldt en p.

Fixons, comme dans la premicre section, un élément a € HL(F,Z,)
non divisible par p, Fo/F la Z,-extension qu'il détermine, F,/F 1'étage
de degré p", I, = G(F/F,), I =Ty, G, = T'/T,, = G(F,/F), et a =
@an € liinH Y(F,,Z,)" un élément vérifiant oy = a. Remarquons que
an € Hi(F,,Z,) est un élément non divisible par p, et qui définit la Z,-
extension F,/F,. Par abus de notation, on appelle encore cor?x’ I’applica-
tion naturelle XV (F.,.) — HZ(F,Z,(i)) (c’est la limite projective des appli-
cations de co-restriction). X @ (F,,)° désigne le sous-module fini maximal de
X®(F,). Rappelons d’abord le lemme élémentaire suivant :

Lemme 3.1 Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. i est F,,-bon.

2. XO(F ) c XO(F,)°.

3. H(F,,Z,(i)) est fini.

4. XENEL)™ =0,

5 A X (Fy)r, est fini.
Preuve : L’équivalence de 1, 2 et 3 est immédiate (cf [Sch]). Pour I’équivalence
de 1, 4 et 5, on renvoie a [NV].

0

Il est bien connu que tout ¢ > 2 est Fj,-bon : cela résulte de la surjectivité
des caracteres de Chern p-adiques : Ky;_2O% ® Z, — H2(F,, Z,(i)) ([Sou)).

Notons [ l'idéal d’augmentation de A (ie. le noyau de A — Z,). Le
théoreme suivant exprime le lien entre cup-produit et capitulation :

Théoreme 3.2 Pour tout corps de nombres F' et tout 1 # 0, on a
H(F, Zy(i)) Ua = corp (X W (Fe))

et il y a une suite exacte

0 — HYFZ,(i))Ua —— HIF Z,(i)) —— IXD(F)r — 0

18



Si l’on suppose de plus que i est Fy,/F-bon (par ex. i > 2), alors
cap? (Foo | F) = cory XV (Fio)” o (X9 (F))r

et il y a une suite exacte
0 — HYF.Zy(i))Ua —— cap®W(F/F) —— IXV(F))r — 0

Remarque 3.3 Nous invitons le lecteur a comparer la premiére suite exacte
ci-dessus avec le th. A (ou 6.3) de [Sh]. L’auteur y considére certains produits
de Massey, dont le cup produit est un cas particulier, et obtient dans ce
contexte un résultat analogue, mais au-dessus de [’extension cyclotomique.

Preuve de 3.2 : La seconde affirmation est donnée par le lemme suivant :

Lemme 3.4 Si i est F/F-bon alors la capitulation de HZ(F,Z,(7)) dans
F, est décrite par la suite exacte suivante :

Foo Foo
corp resp

0 (XO(F))r Z5 BURZ) 0 Hy(FuiZy@) — 0

En d’autres termes, cap® (Fy /F) = cork= X0 (F,)°.

La preuve de ce lemme est standard en théorie d'Iwasawa (cf par ex. [NV]
lemme 3.3), compte-tenu de I'isomorphisme X (F, )r, ~ HZ(F,,Z,(1)).

O
Passons a 1’égalité
Hg(Fo, (1)) U a = corp= (X (Fo)")

sous la seule hypothese i # 0. Comme dans la section 2, considérons le cup-

produit
HE(Foo, Z,(i)) @ imHE(F,, Z,) — X (F)
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Le théoreme 1.1 dit que les fleches horizontales supérieures sont des isomor-
phismes dans le cube commutatif suivant (voir la preuve du théoreme 2.2
pour la commutativité de la face supérieure) :

o EN(E) = E}%(F)
(Ty Caqﬂ/?
ESY(F) = ES*(F,)
résFm cf)rFm
F F
Tés?” 66"“?”
. Uam . m
H§(F, Z,(1)) HE(F, Zy(1))/p
. Uan . n
Hg(F, Zy(i)) HE(F, Zy(1))/p

olt on a noté, par manque de place, Ey(F,) = H(G,, HL(F,, Z,(i))).
Par passage a la limite projective, on obtient donc un carré commutatif :

W (G, HY(Fn Z())) —2 WmA (G, HE(F, Z,(0)))

~

~ Foo A Foo
resF T COT’F J/

Hg(F, Zy(i)) — HE(F, Zy(i))

La premiere égalité du théoreme provient alors, via le lemme 2.1, de la sur-
jectivité de la premiere fleche verticale.
Pour obtenir les suites exactes cherchées, on utilise le lemme suivant :

Lemme 3.5 Pour tout A-module M, le conoyau de [’application naturelle
MY — My est isomorphe a I My
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Preuve du lemme : Soit v un générateur de I'. La suite exacte

0—>MF—>MW—_1>[M—>O

donne par I'-cohomologie une suite exacte

0O - IM* —5 M' —— My — IMy — 0

O

Appliquant le lemme au module M = X (F,)) (resp. M = X®(F,)"), on
obtient la premiere (resp. la seconde) suite exacte. Cela termine la preuve du
théoreme.

O

En remplacant F par F),, et donc a par «,,, on obtient le résultat asymp-
totique suivant :

Corollaire 3.6 On suppose que i # 0 est Fo/F est bon. L’inclusion
HY(F,,Z,(i)) Uy, C cap (Foo/F,)

est une €égalité pour n suffisamment grand.

Le lemme suivant précise la signification de ’égalité éventuelle
HY(F,,Z,(1)) U a, = cap' (Fa | F)

Lemme 3.7 On suppose que i # 0 est F,/F-bon. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. HY(F,, Zy(1)) U ay, = capW (Fy / F).
2. Hy(F, Zp(1)) U aiy, = capW (Fo / F) pour tout m > n.
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3. cap(i)(Foo/Fn> = Cap(i)(Foo/Fn—H)'
4. capW(Fy/F,) = capV) (Fs/F,,) pour tout m > n.
5. XO(Fo) = XO(F,)°.

Montrons d’abord I’équivalence de 1, 2 et 5. Il suffit de montrer 1 =
5 = 2. Il suffit de remplacer F' par F), (et donc a par a,,) dans la premiere
égalité du théoreme 3.2 pour obtenir 5 = 2. L’implication 1 = 5 découle
directement de la seconde suite exacte du théoreme en remplacant F' par F,
(et donc a par ay,).

Passons a la 1’équivalence de 3, 4 et 5. Il suffit de montrer 3 = 5. Soit

pn«l»l

I,, le noyau de 'augmentation A — Z,[G,] et vpi1, = % ou 7y est un

générateur de T. 3 signifie que I, 1 (X (F)?) = L,(XD(F,)%), mais alors
I’application surjective

L(XD(F)?) ™5 L1 (XD (Fy)?)

est automatiquement injective, et cela n’est possible que si I,(X ¥ (FL)°) est
trivial, c’est-a-dire X @ (F,)? = XO(F, ).

O

En faisant varier a, on obtient le théoreme principal annoncé dans I'in-
troduction :

Théoréme 3.8 Soit F' un corps de nombres quelconque; si i # 0 est F/F—
bon, alors o
Hg(F,Z,(i)) U Hg(F, Z,) C cap"” (F/F)

4 Le probleme de capitulation faible

Soit F' un corps de nombres contenant p,, et fixons ¢ € Z, F /F-bon. On
suppose dans toute la suite que HZ(F,Z,(i)) # 0 (cela revient a écarter le
cas trivial ou Gg est pro-p-libre). On s’intéresse au probleme de capitulation
suilvant :

Question 4.1 A-t-on toujours cap® (F/F) #0 ¢
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Dans [G2], R. Greenberg a émis la conjecture suivante :

Conjecture 4.2 ([G2] conj. 3.5)(GG) :  Pour tout corps de nombres I,
X'(F) est un A-module pseudo-nul.

Comme on a supposé que F' contient /,, il est facile de voir que X @ (ﬁ’) ~

X'(F)(7). De plus on peut montrer que pour les bons i, la pseudo-nullité de

XO(F) équivaut a la trivialité de HZ(F,Z,(i)) (cf [V1] ou [NV]). On peut
donc considérer le probleme qui nous occupe comme l'étude d’un version
faible de la conjecture (GQG) :

Conjecture 4.3 GGf% : La question 4.1 admet une réponse positive.

Dans le cas ot H2(F, Z,(i)) est cyclique d’ordre p, la conjecture GG @ (F)
entraine en fait la conjecture (GG) elle-méme (voir [NV], th. 1.5). On renvoie
a [V1] pour un exposé détaillé de différentes versions affaiblies de la conjec-
ture (GG) ainsi que pour le lien avec une conjecture de W. McCallum et R.
Sharifi concernant le cup-produit ¢ (celle-ci concerne seulement le corps

F = Q(uyp), cf [MCS], conj. 5.3).
Autour de la conjecture GG f

On souhaite maintenant étudier la conjecture 4.3. L’approche la plus na-
turelle de ce probleme consisterait a chercher un analogue du corps de Hilbert
pour lequel on pourrait énoncer un analogue du théoreme de 'idéal principal
pour HZ(F,Z,(i)). Le candidat naturel est Hp(u,x), k >> 0, Hp désignant le
(p)-corps de Hilbert de F'. Il convient donc de se poser la question suivante :

Question 4.4 Soit L'_/F< la pro-p-extension non ramifiée, S-décomposée,
mazimale de F.,. Est-ce que H:(F,Z,(i)) capitule dans L'_/F ?

La réponse a cette question ne peut étre affirmative en général. En effet :

Proposition 4.5 Soit F' un corps de nombres contenant p,,. On suppose que
i #0 est L /F-bon. Si G(L._/FS) est pro-p-libre, alors :

cap” (Ll /F) =0

Idée de preuve : Le point crucial est l'injectivité du transfert X'(F<)/p —
X'(E)/p pour toute sous-extension finie £/FS de L’ /F,. On renvoie a [V1]
pour les détails.
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Remarque 4.6 Notons X et u les invariants d’lwasawa du module X'(FZ,).
L’hypothese de liberté est vérifiée par exemple si A = 1, p = 0 et
cap® (FS/F) = 0. C’est le cas pour F = Q(up), si A = 1 et si p vérifie
la conjecture de Vandiver.

Remarque 4.7 En fait cette proposition admet une réciproque ([NQD] th.
3.1) : Soit F' un corps de nombres contenant ji,. On suppose que linvariant
d’Twasawa u(X'(FS)) est trivial. Si cap® (L' /F) =0, alors G(L'_/FZ) est
pro-p-libre.

Parallelement, il est naturel de chercher a atteindre les éléments du noyau
sauvage Ker%(F,Z,(i)) (cf. Notations) par cup-produit avec des éléments
“sauvages”. Comme le noyau de localisation Kerg(F,Z,) est nul, il convient
de regarder le cup-produit modulo p* avec des éléments de Keri(F,Z/p").
La encore, la proposition suivante montre que la situation n’est pas si simple.

Proposition 4.8 Si la pro-p-extension non ramifiée (p)-décomposée mazi-
male de FS est pro-p-libre, alors l'image du cup-produit restreint a

HY(F, Z,(i)) @ Kerg(F, Z/p") — Hy(F, Z,(i))/p"
est nulle.

Preuve : On renvoie a [V1].
0

Il est néanmoins possible, grace aux résultats de la section 3, de construire
des familles de corps vérifiant GG f.

Théoreme 4.9 Soit F' un corps de nombres contenant ji,. On suppose que
la conjecture de Leopoldt est vraie pour toute sous-extension finie de F/F Si
F' contient un corps quadratique imaginaire k dans lequel (p) se décompose,
alors GG f® est vraie pour F dés que i est F/F-bon.

Rappelons d’abord le lemme suivant :
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Lemme 4.10 Soit F'/F une sous-extension finie d’une pro-p-extension ga-
loisienne F"/F. Si i est F'-bon, alors

cap®(F"/F) =0 = cap® (F"/F') =0
Preuve : cf [NV] lemme 3.4.
0J

Le lemme ci-dessus va nous permettre d’appliquer le théoreme 3.2, non
pas au niveau de F' (ce qui semble a priori trop ambitieux en général puisque
le cup-produit ne remplit le noyau de capitulation qu’asymptotiquement, cf
cor. 3.6), mais au niveau d’une sous-extension L/F de F'/F, triviale en v. La
stratégie est donnée par la proposition suivante :

Proposition 4.11 Soit F' D 1, un corps de nombres, et fizons i # 0 F/F
bon. S’il existe une (p)-place v et une sous-extension finie L/F de F/F,
triviale en v, et vérifiant

rap Im(HS (L 2, (0))[p — HM (o, Z/p(0))) 2 5rg,H(F Z/p(0)) + 1

oy Im(H(F/ L Zfp) — H'(Fy Z/p) > 5ro,H' (Fu, /)
alors cap®™ (F /L) # 0.

Preuve : Le diagramme commutatif

@]

HY(L,Z,(i))  © H'F/L,Z) ——  H3(L,Z(i))

l l |

HY(F,,Z/pi)) ® H'(F,Z/p) —— H(F,,Z/p(i))

montre, compte-tenu de la non-dégénérescence du symbole de Hilbert et des
minorations de I’énoncé, que I'image du cup-produit de la premiere ligne du
diagramme est non triviale. On en déduit cap®(F /L) # 0 par le théoréme
3.2.
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Notons I,(F) (resp. Dy(F)) le sous-groupe d’inertie (resp. de décomposition)
de I relatif a v.

Lemme 4.12 Soit F' un corps de nombres contenant p,, alors il existe une
(p)-place v telle que

~ 1
rgZva<F) 2 §Tng1(Fva Z/p)

St de plus F' contient un corps quadratique imaginaire dans lequel (p)
se décompose, alors il existe une sous-extension finie L/F de F/F vérifiant
L,=F, et

rop Im(H'(F /L Zfp) — H'(Fo. 2/p)) > 1+ rg,H'(F,, Zp)

Preuve : Comme le groupe de classes est fini, c’est que les sous-groupes
d’inertie I,(F') engendrent un sous-groupe d’indice fini dans I'. Il y a donc
une inégalité

1 -~ ~
1+ 5 e%(:F)[Fv cQp) =1+ 1m(F) =rgg,I' < ngzp[v(F)

et celle-ci montre qu’il existe un groupe d’inertie I,(F) dont le Z,-rang est
strictement supérieur a %[Fv : Q] = %ng/p HY(F,,Z/p) — 1, ce qui donne la
premicere inégalité de 'énoncé puisque [F, : Q,] est pair.

Comme k est un corps quadratique imaginaire, on sait que l'extension
résiduelle de & /k en v est infinie (cf [Mil] lemma 3.1, la preuve repose sur un
calcul idélique, rendu possible grace a la finitude des unités de k). Celle de

F/F est donc aussi, mais alors

1
rgz, Do(F) = 5rgpH' (F, Z/p) + 1

Le choix d'une section de I'injection naturelle ~li,(F) ®Q, — I'e Q, produit
alors une sous-Z,-extension multiple £/ F de F /F', dans le groupe de laquelle

D,(F) s’injecte avec un conoyau fini. L = EP*(F) possede alors les propriétés
requises.
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Preuve du théoreme 4.9 : Grace au lemme 4.10, on voit qu’il n’est pas
restrictif de supposer que cap” (LS /L) = 0 pour toute sous-extension fi-
nie L/F de F/F. Mais dans ces conditions, R. Greenberg a montré que le
noyau de Tate HZ(L,Z,(2)) coincide, comme sous-groupe de H(L,Z/p),
avec H'(L/L,Z/p). En examinant 'argumentation de [G1] §6 (voir aussi
[AM], [Hu] et [V2] pour une argumentation par “cup produit”), on voit qu’en
fait, les “noyaux de Tate généralisés” HS(L, Z,(i))/p comncident, comme sous-
groupes de H'(L,Z/p), pour tous les i qui sont L-bons. Sous les hypotheses
du théoréme, le lemme 4.12 donne une sous-extension finie L/F de F/F
vérifiant

rop Tm(H'(F/L,Z/p) — H\(Fo.Z/p)) > 1 + Srg,H'(Fy, 2/p)

Comme ¢ et 0 sont L-bons par hypothese, la discussion qui précede montre
alors que

Hy(F/L,Z[p) € Hy(L,Z,)[p = Hg(L, Zy(i))/p

Les deux inégalités de la proposition 4.11 sont donc vérifiées et cela permet
de conclure grace au lemme 4.10, appliqué avec ' C F' =L C F" = F.

Remarque 4.13 L’hypothese concernant la conjecture de Leopoldt sert uni-
quement a effectuer un changement de twist. Celui-ci a lieu au niveau du
corps L mais comme on ne s’intéresse qu’a des Z,-extensions qui proviennent
de F', le théoréme 4.9 est encore valable si ['on suppose seulement que F
vérifie la conjecture de Leopoldt, voir [V1] pour les détails et [V2] concernant
les changements de twists.

Remarque 4.14 Soit F' comme dans le théoréme 4.9. Si H%(F,Z,(i)) est
cyclique et si Ker3(F,Z,(i)) # 0 (c’est équivalent o Cls(F) ® Z, = 0 et
X'(FS) # 0), on woit que l'on obtient de la capitulation “sauvage”, ie.
cap(F/F) N Kery(F,Z,(i)) # 0. Si maintenant H2(F,Z,(i)) est cyclique
d’ordre p, alors F vérifie (GG), et 'on retrouve ainsi un cas connu ([Mil]
prop 3.B, [Mi2] th. 2) puisqu’alors on a nécessairement s(F) = 2 et Clg(F)®
7, = 0.
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